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RESUMEN

En este articulo se presenta la manera de obtener férmulas explicitas bajo con-
diciones especiales o por medio de polinomios interpoladores de Newton para
aproximar la Probabilidad de Ruina en el caso de riesgo a tiempo continuo en el
marco de un Modelo de Riesgo Colectivo cuando los montos de las reclamacio-
nes tienen una distribucién de Tipo Fase.
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Introduccion

La probabilidad de ruina es una medida
del riesgo; este se utiliza para describir su-
cesos desconocidos con cierto nivel de in-
certidumbre. Para las compafiias asegura-
doras saber medirlo adecuadamente es de
vital importancia para su perduracion. En
el marco de la teoria de riesgo existen dos
tipos de teorias; la teoria del riesgo indivi-
dual, v 1a teoria del riesgo colectivo, siendo
la probabilidad de ruina de una compaiiia,
uno de los problemas mas estudiados en la
teoria de riesgo.

En 1903 Filip Lundberg introdujo un mode-
lo para estudiar este fendmeno, denomina-
do el modelo cldsico de riesgo, y que gracias
a las investigaciones que realizé posterior-
mente Carl Cramér en 1930, es mas conoci-
do como el modelo cldsico de Cramér-Lun-
dberg, es el proceso estocastico a tiempo
continuo {C,},., dado por C =u+pi-3"Y,
donde U representa el capital inicial de la
aseguradora, P! corresponde a la entrada
por primas durante el periodo (0,/] a una
tasa constante p > 0y las Y, son el monto de
las reclamaciones independientes, idénti-
camente distribuidas (i.i.d) e independien-
tes del proceso de Poisson {V,}_,, el cual
modela la forma en la que las reclamacio-
nes son recibidas, donde N, es el nimero
de siniestros ocurridos en (0.7]. El proceso
{C.},., recibe el nombre de proceso de riesgo
0 proceso de superavit.

Existen varios métodos para calcular la
probabilidad de ruina, pero esto demanda
una complejidad analitica que conlleva el
uso por lo general de métodos numeéricos,
tal como se afirma en Escalante y Aran-
g0, (2004), ya que involucra resolver una
ecuacion integro diferencial (que se exhibe
en la seccién 2.4), 1a cual es soluble cuando
las reclamaciones se distribuyen tipo fase.
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Este trabajo trata sobre el calculo exacto
de la Probabilidad de Ruina, obteniendo
férmulas explicitas cuando los pardmetros
7ty T tienen dimensiones pequefias y en
caso contrario, se deben aplicar polino-
mios interpoladores que permitan aproxi-
mar tal probabilidad para cualquier capital
inicial; en caso de riesgo a tiempo conti-
nuo, en el marco de un modelo de riesgo
colectivo cuando los montos de las recla-
maciones tienen una distribucién de tipo
fase, tomando como fundamentacién teé-
rica lo expuesto por Mogens Bladt (2010),
elementos tedricos de Asmussen y Rolski
(1992) y también Dickson y Hipp (1998).

Se presenta brevemente el modelo de ries-
go colectivo, luego se estudian en detalle
las distribuciones tipo fase continuas y
finalmente se realizan las aplicaciones co-
rrespondientes a través de férmulas expli-
citas que permiten el cdlculo exacto de la
probabilidad de ruina siempre y cuando
la distribucién de las reclamaciones y los
parametros T y T estén dados, en la me-
dida que no exijan cdlculos matriciales
complejos, y en caso contrario, se aporta
un método implementando polinomios
de aproximacion de Newton que permite
interpolar una tabla de valores de la pro-
babilidad de ruina generada por un cédigo
en R, para obtener férmulas explicitas que
facilite calcular tal probabilidad para cual-
quier capital inicial en un intervalo dado.

RIESGO Y PROBABILIDAD DE RUINA

El riesgo es la posibilidad de experimentar
ciertos eventos de interés y las consecuen-
cias derivadas de dichos eventos. En segu-
ros, el riesgo es el monto de las reclamacio-
nes totales de los asegurados. En general
la forma en la que opera un seguro es la
siguiente: un grupo de personas recono-
cen que estan expuestas a sufrir alguin tipo
de siniestro que puede causarles efectos
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irreparables. Al contratar un seguro, cada
una de estas personas paga por adelanta-
do una cantidad de dinero llamada prima a
una compaiiia aseguradora, quien se com-
promete a indemnizar monetariamente a
todas aquellas personas aseguradas que
sufrieron algun siniestro durante el tiem-
po de vigencia del seguro. Es claro que el
numero de siniestros, los momentos en
los que estos se presentan y el monto de
las reclamaciones son variables aleatorias.
Los siguientes referentes tedricos fueron
tomados de Rincén (2012), Dickson D.
(2005), Tse Y. (2009), y Asmussen y Albre-
cher (2010).

Modelo colectivo

Considérese un conjunto de un nimero no
determinado de contratos de seguros con
vigencia en un periodo de tiempo (0,]. Sea
N la variable aleatoria que denota el na-
mero de reclamaciones ocurridas en (0,7]
y sean las variables positivas V,,..., Y, los
montos de estas reclamaciones.

Definicion 2.1.1. EI monto agregado o mon-
to acumulado de todas las reclamaciones
efectuadas es la variable aleatoria S, llama-
da riesgo, y estd definida como sigue:

S = ZN:Y 0
i=1

1

donde Y,,...,Y,, es una coleccion de varia-
bles aleatorias positivas i.i.d e independien-
tes de la variable aleatoria N con valores en
el conjunto {0,1.2....}. Cuando N = 0 se define
S como cero. La ecuacioén (1) representa el
modelo colectivo para contratos de seguros.

Modelo clasico de Cramér-Lundberg
A continuacién se presenta una version

a tiempo continuo del proceso de ries-
go conocido como el modelo clasico de

Cramér-Lundberg, el cual es el proceso es-
tocastico a tiempo continuo{C, },_,dado por:

N,
Co=u+pt-3Y, (@

i=1

donde la constante positiva U representa el
capital inicial de la compaiiia aseguradora,
pt corresponde al ingreso por primas du-
rante el periodo (0,7] a una tasa constante
p>0,7.%,,... es una sucesién de varia-
bles aleatorias no negativas, i.i.d e inde-
pendientes del proceso de Poisson {VN,}_,
de parametro A el cual modela la forma en
la que las reclamaciones son recibidas, Y, es
el monto de la i — ésima reclamacion y NV, es
el nimero de siniestros ocurridos en (0,] .
El proceso descrito en (2) recibe el nombre
de proceso de riesgo o proceso de superavit
y C, es el excedente de la compafiia asegu-
radora.

Condicion de ganancia neta

Una condicién necesaria para la solvencia
de la compariia aseguradora es que P > A4,
donde E(Y,)=u La desigualdad anterior
se denomina condicién de ganancia neta
y significa que la entrada por primas por
unidad de tiempo 2, es mayor que la in-
tensidad de la llegada de los reclamos por
el valor esperado de estos ultimos, es decir
AL, para poder cubrir todas las reclama-
ciones sin tener pérdidas, esto significa que
E(C,)= pamedida quet — 0.

Ruina

Esnecesario que C, permanezca por encima
de cierto nivel minimo @, con 0 < a < u.
Suponiendo un nuevo capital inicial de
magnitud # — 4, se puede suponer, sin pér-
dida de generalidad, que este nivel minimo
es cero. De esta forma cuando C, < 0 para
algin ¢ > 0 sedice que hay ruina.
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Definicion 2.4.1. Se dice que el proceso de
riesgo se encuentra en ruina al tiempo ¢ > 0
si C, <0 y se define el tiempo de ruina T
como el primer momento en que la ruina
se presenta, es decir, 7 =inf{t>0:C, <0}.
Se denota la probabilidad de ruina con hori-
zonte infinito en el modelo de Cramér- Lund-
bergcomo ¢(u)y se define #lu)= Pz < | C, =u),
Ademads dado un valor x > ( fijo, la probabi-
lidad de ruina en el intervalo (0,x] o también
llamada probabilidad de ruina con horizon-
te finito es @(u,x)= P(r < x| C, =u).

Se presentan a continuacién dos resul-
tados generales sobre la probabilidad de
ruina con horizonte infinito y finito res-
pectivamente. A la féormula explicita para
#(0,x) v a la ecuacién integral para ;(ux)
que aparecen en el segundo resultado se
les conoce como férmulas de Seal.

Proposiciéon 2.4.1. Supéngase que la fun-
cién de distribucién F(yv) de una reclama-
cién en el modelo de Cramér-Lundberg es
continua. Entonces:

)= (ole)=[ gl ()]

1.%

p
2.9(0)="
P

3. olu)= g(ff(y)dy + [ ol - y)F(y)dy)

d_onde Fesla funcién de distribuciénde Y,
F(y)=1-F(y)y plu)=1-gplu)

Proposicién 2.4.2.Considéreseel procesode
riesgo de Cramér-Lundberg C,=u+ pt - S,
donde S, = Zil Y. Supdéngase que las recla-
maciones tienen distribuciéon absoluta-
mente continua con funcién de densidad
/(»)y definase la funcién:

©

7. 0)=er s W )

pe

Entonces:

1. Fs (x)=e” +J:f73, (y)dy’x >0,
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— 1 x
2.0(0.x)=—["F (v)dv
px

3. 2 olur) = (lunn)- [ a3 5MP ) 0l)

u
4. plu,x)=Fy (u+ px)- p[ 0(0,x=y)f; (u+ py)dy

donde F'esla funcién de distribucion de Y,
F§, es la funcién de distribucién de S, y

(p(u,x) =1- (p(u,x).

Una demostracion rigurosa de los dos re-
sultados anteriores puede encontrarse en
Rincén (2012).

Distribuciones tipo fase continuas

Estas distribuciones son una de las pocas
formas exactas computacionalmente tra-
tables para obtener la probabilidad de rui-
na ¢(). Su definicién se genera a partir de
los procesos de Markov de saltos. En Bla-
dta & Bo Friis (2010) se considera un pro-
ceso de Markov de saltos {X, }.., con espacio
de estados £ = {12,....d,d +1}, tal que los es-
tados 1,2,...,d son transitorios y el estado
d +1es absorbente. Por lo tanto el proceso
tiene una matriz de intensidad o generador
infinitesimal de la forma:

T t]

=1y o Ik

donde T es una matriz de tamarfio d xd
de subintensidades, 0 es un vector fila de
dimensién d vy t es un vector columna de
dimensién d, el cual contiene las tasas de
salida al estado de absorcién. Como las
sumas de las filas de Q deben se cero, en-
tonces t = —Te, donde € es el vector co-
lumna de dimensién d cuyos elementos
son todos L. Supéngase que P(X,=d +1)=0y
sea r, = P(X, =i)la distribucién inicial para
el proceso, con i =1,...,d y n=(7,,...,7,).
Supéngase que 7 =inf{t>0: X, =d +1} es el
tiempo hasta que se da la absorcion.
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Definicion 3.1. Una distribucién tipo
fase es la distribucion del tiempo has-
ta que se da la absorcién (tiempo de paro)
r=inf{t>0:X,=d+1} para un proceso de
Markov de saltos {X,}., con espacio de es-
tados E = {1,2,....,d,d +1}, donde los estados
L,2,...,d son transitorios y 4 + 1 es absorben-
te. Lo anterior se simboliza r ~ PH (x,T).

Ejemplos de distribuciones tipo fase
continuas

Los siguientes ejemplos fueron tomados de
Rincén (2012) y Bladt (2005).

Distribucion exponencial

Supéngase qued =1y T =¢,, = /. Enton-
cesm=r, =1 t=¢t = fyladistribucion
tipo fase es el tiempo de vida de una par-
ticula con tasa de fallos constante A. El
correspondiente generador infinitesimal
de la cadena de Markov a tiempo continuo
que produce el tiempo de espera hasta la
absorcion exponencial de parametro S es:

-7 B

QOOJ

Distribucion Erlang

Sea X,,...X, variables aleatorias indepen-
dientes con X; ~ Exp(8) y sea S = X, +---+ X,
Como S ~ Gammal(d, ), entonces S tiene dis-
tribucién Erlang con d fases definida como
la distribucién Gamma con parametro en-
tero d y densidad:

d-1

xX)= a_r e ™
fs)=h" e

la cual es una convolucién de d densidades
exponenciales con el mismo parametro £.

Luego S puede interpretarse como el tiem-
po hasta la absorciéon por un proceso de
Markov de saltos con d estados transito-
rios. Entonces S tiene una distribucién
tipo fase con representacién = =(1,0....,0)
de dimensién d y ademas:

"B B 0 - 0 0 0]
o g p 0 oy |
AN
0 0 0 - 0 -8 |g

T=

Distribucion hiperexponencial

Considérese X|,..., X, variables aleatorias
independientes con X, ~ Exp(8,)y f;1a co-
rrespondiente densidad exponencial. Sea:

i=1

donde @, >0y > @ =1 Dado que M es
una mezcla de d distribuciones exponen-
ciales con parametros f,,..., , entonces
M tiene una distribucién hiperexponen-
cial con d canales paralelos de tal manera
que:

d
M= Zaiﬂieiﬂix‘
i=1

M también puede interpretarse como
el tiempo hasta la absorcién por un pro-
ceso de Markov de saltos con d estados
transitorios. Entonces A/ tiene una dis-
tribucién tipo fase con representacién
n=(a,,...,a,)dedimensién d y ademas:

- 0 0 - 0 0 ?1
-| ¢ 4 ° ‘ ; g =]
' e B
0 0 0 0 —
¢ B |
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Modelo clasico de Cramér-Lundberg con
reclamaciones tipo fase

Considérese un proceso de riesgo:
Nt
Ct =u+pt— Z Yiv
i=1

donde Y,Y,,... son iid con distribu-
cién PH,(n,T) de dimensién d. Es im-
portante para los objetivos del articulo,
el cdlculo de la probabilidad de ruina
o(u) = Plinf,.,C, <0|C, =u). Para tal efecto
en lugar del proceso de riesgo, es comun
considerar el proceso de superavit de re-
clamaciones §, =u-C, =) " ¥, - pt. Enton-
ces la probabilidad de ruina se puede escri-
bir como:

olu) = P(sup,.,S, >u)

El siguiente resultado se tomé de Bladta &
Bo Friis (2010), en el cual también se puede
encontrar su demostracion.

Teorema 3.2.1. La probabilidad de ruina
esta dada por:
(T+tv)u

p(u)=ve e

donde v = A T"!

APLICACIONES Y RESULTADOS
NUMERICOS

En esta seccién primero se presentan
ejemplos detallados para el monto de las
reclamaciones con distribuciones Expo-
nenciales, Hiperexponenciales, Erlang y
Erlang(2); bajo condiciones especiales, es
decir, cuando los pardmetros son peque-
Nnos, Sin embargo demandan calculos ma-
triciales extensos y algunas veces compli-
cados. En la segunda parte del capitulo se
presenta la interpolacién polinomica de
Newton, para el caso en que los pardme-
tros no son pequenos, siendo que es casi

136

imposible obtener una férmula explicita
para calcular de manera exacta la probabi-
lidad de ruina. A pesar de las pocas bon-
dades de este polinomio se logra mostrar
claramente cémo es posible obtener una
férmula explicita usando interpolacién.

Reclamaciones exponenciales

Los referentes tedricos de esta seccién fue-
ron tomados de Dickson & Hipp (1998). Su-
péngase que las reclamaciones en el mo-
delo de Cramér-Lundberg tienen distri-
bucién continua PH (n,T) con %, = 0,
en donde T es invertible y se cumple la

iz . 4
condicién de ganancia neta p =-". Enton-
ces para cualquier capital inicial u > 0, se

tiene que:
(/J(u) = p[_ i anl je('”pt(/llﬂ'] ]Jue. (3)
U

Supdéngase ademas que en este modelo las
reclamaciones son exponenciales de pa-
rametro f. Considérese a la distribucién
exponencial como una distribucién tipo
fase continua. El correspondiente gene-
rador infinitesimal del proceso de Markov
que produce el tiempo de espera hasta la
absorcién exponencial de parametro £ es:

-p pl
o 4,
Para este caso se tiene que d =1y
T=1,=-p.Entoncesp =7, =1yt=4L =5
Ademas 4 =, por lo tanto p =, Sustitu-
yendo estos términos en la ecuacion (3) se
obtiene la siguiente expresion:

La ecuacion (4) es uno de los pocos mode-
los para los cuales la probabilidad de ruina
puede encontrarse de manera explicita.
Se supone que la entrada por primas pf
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durante el periodo (0,/] tiene una tasa cons-
tante p = 1. Por lo tanto la ecuacion (4) queda:

A )
¢ u)=—e .
(u) y

En la figura 4.1 se ilustra la probabilidad
de ruina de la ecuacién (5) para una inten-
sidad de llegada A =2, u €[0,5] y valores
del parametro f=25, =3, =35y f=4.

.
olu)

N —B=25

— =3

— =35

Figura 4.1: Probabilidad de ruina con reclamaciones
exponenciales para 4 = 2

Obsérvese que debido a la condiciéon de ga-
nancia neta, el exponente —[ﬂf es negati-
Vo, y por lo tanto la probabilidad de ruina
tiende a cero exponencialmente a medida
que el capital inicial # aumenta a infinito.

En la siguiente tabla se muestran algunos
valores de la probabilidad de ruina para
una intensidad de llegada A = 2 y valores
deu [0,5])

Reclamaciones hiperexponenciales

La siguiente aplicacién fue tomada de Bla-
dta y Bo Friis (2010), cuyo objetivo princi-
pal es mostrar la complejidad de los calcu-
los para determinar la probabilidad de rui-
na de manera explicita bajo condiciones
especiales. Se asume una intensidad de
llegada A = 3y el tamafio de las reclama-
ciones con densidad:

M = ge"g”‘ +Ze_7x
2 2
Pero
M =%(36’3x)+%(7e’7")=Zaifi(x)’
donde: )
1
o =a, = E

/i (x) =3¢
1> (x) =Te "

Es claro que fl y f 2 son densidades expo-
nenciales. Dado que M es una mezcla de
dos distribuciones exponenciales con pa-
rametros B, =3y B, = 3 respectivamente,
entonces M tiene una distribuciéon hipe-
rexponencial con dos canales paralelos.

Tabla 4.1: Algunos valores de la probabilidad de ruina para 4 = 2 y valoresde , ¢ [0,5)

u B=25 B=3 B=35 B=4
0.0 0.8000 0.6667 0.5714 0.5000
0.5 0.6230 0.4044 0.2699 0.1839
1.0 0.4852 0.2453 0.1275 0.0677
15 0.3779 0.1488 0.0602 0.0249
2.0 0.2943 0.0902 0.0284 0.0092
25 0.2292 0.0547 0.0134 0.0034
3.0 0.1785 0.0547 0.0063 0.0012
35 0.1390 0.0201 0.0030 0.0005
4.0 0.1083 0.0122 0.0014 0.0002
45 0.0843 0.0074 0.0007 0.0000
5.0 0.0657 0.0045 0.0003 0.0000
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M también puede interpretarse como el
tiempo hasta la absorcién por un proceso
de Markov de saltos con dos estados tran-
sitorios. Entonces M tiene una distribu-
cion tipo fase con representacién:

[ S el

Luego del teorema 321, se tiene
— -l _ (1 3
V= _Aﬂ:T = (7 H)
B [-3 0 R 1
SeaQ—T+tV—{O 77}+t(2 |4)_{% _%.

De esta manera g(u)=ve™e=(L &)e.
Ademas:

3_ 9

Py(2)=det(Q - 41,,)= det[7 ’ g L ,

j: A +71+6
De lo anterior se obtiene que los vecto-
res caracteristicos asociados a 4, =6y
b=Tson 5= 1)y = 1)
respectivamente. Luego:

_1 2‘| _1 9
P= 77 VP1=|: 10 10:|
1] w1

Por lo tanto ¢ P{‘ 60 }P—r. Lo cual implica
que:

_6u | 6u | 9 -u 9 —6u , 9 -u
e 0 we ' +ge et e ]
Qu _ -1 _| 10 10 70 7

‘ _P[ 0 e’”}P _{ ' i

De esta manera:
_ (T+tv)u _ (1 3 Qu
(0(“) =ve €= (7 e e

Finalmente se obtiene:

24
(0(“)— Ee

Enla figura 4.2 seilustra la probabilidad de
ruina de la ecuacion (6) para una intensi-
dad de llegada A = 3, u €[0,5] Se observa
que (p(u) tiende a cero exponencialmente
a medida que # aumenta a infinito.

1 e

o 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5

Figura 4.2: Probabilidad de ruina con reclamaciones
hiperexponenciales para A = 3.

En la siguiente tabla se muestran algunos
valores de la probabilidad de ruina para
una intensidad de llegada 4 = 3y algunos
valoresde:

Tabla 4.2: Algunos valores de la probabilidad de ruina para 4 = 3y valoresdeu € [0,5 ]

u 0.0 0.5 1.0 15 2.0

2.5 3.0 35 4.0 4.5 5.0

0.714 | 0.417 | 0.252 | 0.158 | 0.092

olu)

0.056 | 0.034 | 0.020 | 0.012 | 0.007 | 0.004

4.3 Reclamaciones con distribucién
Erlang

La siguiente aplicacién fue tomada de As-
mussen & Rolski (1992), en la cual se con-
siderara un proceso de riesgo {C, }IZO con las
reclamaciones Y, como un proceso Erlang.
Sean W,,W,,... los tiempos aleatorios de
paro en donde la aseguradora recibe re-
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clamaciones con 7, =0. Supéngase que los
tiempos de inter-arribo T, =W, _Wk—l,
para k=12,...sonii.d con funcién de den-
sidad:

S)= e’ =p* e

(2-1) ,parat > 0.

Es decir los 7} tienen distribucion Erlang (2, ).
Sea M la media del monto de la reclama-
cién individual y P el ingreso por primas
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de la aseguradora por unidad de tiempo.
Cuando el tamano de las reclamaciones
tiene distribucién tipo fase, la probabili-
dad de ruina puede darse de forma expli-
cita para el caso exponencial (tal como se
mostré en la primera aplicacién) asi como
para tiempos de inter-arribo Erlang(2, ). Se-
gun el modelo clasico de Poisson compues-
to, si los tiempos de inter-arribo tienen
distribucién exponencial de pardmetro S,
entonces la probabilidad de ruina es no
trivial si:
p= P

p
Si el tamafio de las reclamaciones tie-
nen una distribucién tipo fase PH (n, T),
entonces u=-nT'e. De esta mane-
ra ()= pre®e, donde A=-LalT" y
Q=T+ ptr.

Por lo tanto:

q)(u):[gﬂj(_%ﬂl}[ﬂiﬁs}(;,ﬂq}«

[T—ﬁtn T*']u
aT'et 7

e

__B
p

Si se asume que 4 =§ Vyv=-AnT}
entonces se obtiene la férmula para cal-
cular la probabilidad de ruina del teorema
3.2.1. Supdéngase que las reclamaciones tie-
nen distribucién Erlang(2,1) y el ingreso
por primas de la aseguradora por unidad
de tiempoes p = 4. Por lo tanto B =1lyuna
reclamacién puede interpretarse como el
tiempo hasta la absorcién por un proce-
so de Markov de saltos con d =2 estados
transitorios. Entonces las reclamaciones
tienen una distribucién tipo fase con re-
presentacién 7 = (1 0) y ademas:

-1 1]

(

Para hallar una formula explicita para
se determina /£ = —nT"'e Por lo tanto:

p:ﬁ—“zo.s,
p
PR S (0.5 0.5)
Py :
0
t=-Te=

-1 1
=T+ pti =
De esta manera Q P [0_25 B 0.75}.
Luego:

o(u)= pre®e=(0.25 0.25)e%e

Para hallar , Q¢ se realiza un procedimien-
to andlogo a la aplicaciéon anterior, obte-
niéndose:

—-1.3904u 0

Qu __ -1
e’ =P 0 6703596u P

_[-09315 —0.8421 e 0 [-0.6669 1.0414
103637 -05393] 0 e | -0.4498 —LISIOf
Finalmente se tiene que:

Q(u) =0.553 1787035%111 _ 0.05317871,3903%' (7)

Enlafigura 4.3 seilustra la probabilidad de
ruina de la ecuacion (7) para una intensi-

daddellegada = £ = Lyy € [0,5]

‘0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 M

Figura 4.3: Probabilidad de ruina para 4 = g = ;
En la siguiente tabla se muestran algunos
valores de la probabilidad de ruina para
una intensidad de llegada 4 = % =4y valo-
resdeu €[0,5]
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Tabla 4.3: Algunos valores de la probabilidad de ruina para 4 = % =L yuelos]

u B=15 B=16 B=17 p=18 B=19
0.0 0.7500 0.8000 0.8500 0.9000 0.9500
0.5 0.7001 0.7571 0.8156 0.8755 0.9370
1.0 0.6481 0.7119 0.7789 0.8491 0.9228
1.5 0.5975 0.6672 0.7420 0.8222 0.9080
2.0 0.5496 0.6243 0.7060 0.7955 0.8933
2.5 0.5049 0.5836 0.6714 0.7694 0.8786
3.0 0.4636 0.5453 0.6383 0.7440 0.8640
35 0.4256 0.5094 0.6067 0.7194 0.8497
4.0 0.3906 0.4758 0.5766 0.6956 0.8356
45 0.3584 0.4444 0.5480 0.6725 0.8217
5.0 0.3289 0.4150 0.5208 0.6502 0.8080

431 Reclamaciones con distribucion
mezcla de Erlang(2)

La siguiente aplicacién fue tomada de Bla-
dt (2005), en la cual se considerara una
mezcla de dos distribuciones Erlang(2,3) y
Erlang(2,9),con f, =1y S, =9lacual seasu-
me como una distribucién tipo fase con
representacion:

— (1 3
n=(; 0 3 0
1100
0 -2 0 0
T=
o 0 -9 9
0 0 0 -9

Luego, una reclamaciéon puede interpre-
tarse como el tiempo hasta la absorcion
por un proceso de Markov de saltos con
d = 4 estados transitorios. Supéngase que
el ingreso por primas de la aseguradora
por unidad de tiempo es también p = 4.En
la siguiente tabla se muestran algunos cal-
culos de la probabilidad de ruina para una

intensidad de llegada 4 = % =lyvaloresde
uel0,s]

4.4 Interpolaciéon de la probabilidad de
ruina

Los referentes tedricos de esta seccion fue-
ron tomados de Drekic & Willmot (2005) y
Mathews & Fink (2000). En general, deter-
minar la probabilidad de ruina de manera
explicita no es facil. Para el caso hiperex-
ponencial cuando M tiene una dimensién
d > 2 requiere un calculo matricial com-
plejo o imposible de realizar, por lo que es
necesario implementar alguna rutina para
programar las operaciones matriciales ne-
cesarias para calcular la probabilidad de
ruina paraun u fijo, para realizar lo anterior
seaplicéun cédigo en R para calcular la pro-
babilidad de ruina para un U fijo. En la tabla
4.5 se muestran algunos célculos de la pro-
babilidad de ruina para M con representa-
cion m=(¢ L+ 1) T=diag[-5 -6 -7] de
dimensiénd =3, 1 = 5yu [0,3]

3

Tabla 4.4: Algunos valores de la probabilidad de ruina para 4 = % =2 yuelos]

u 0.0 0.5 10 15 2.0

25 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

0.1500 | 0.1126 | 0.0958 | 0.0812 | 0.0682

0.0569 | 0.0472 | 0.0390 | 0.0321 | 0.0264 | 0.0216
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Tabla 4.5: Algunos valores de la probabilidad de ruina para M con representacion especificada
anteriormente y valores de u € [0,3]

u 0.0 0.5 1.0

15 2.0 2.5 3.0

0.8869 0.6475 0.4737

olu)

0.3466 0.2536 0.1856 0.1358

Como aporte al trabajo de Bladta & Bo Friis
(2010), Asmussen y Rolski (1992) y Dickson
v Hipp (1998) se implemento el método de
Aproximacion Polinomial con Polinomios
Interpoladores de Newton para interpo-
lar tablas de valores de la probabilidad de
ruina, con el objetivo de encontrar una ex-
presiéon explicita de naturaleza polinomial
que sirva para aproximar la probabilidad
de ruina (p(u) de la tabla 4.5. El polinomio

de interpolacién de Newton viene dado
por:

Py(u) = ag +ayu+ ayu(u —0.5)+ aguu —0.5)u—1)+ ayulu —0.5)u —1)u —1.5)
+agu(u—0.5)u 1) —1.5)u —2)+ agulu —0.5)u — 1) —1.5)u - 2)u - 2.5)
Las constantes ¢j4---.4; se determinan
por medio de la tabla 4.6 de diferencias di-

vididas generada a través de un cédigo en
Mde MATLAB.

Tabla 4.6: Diferencias divididas de ¢.

u k Diferencias divididas
u, |08869
U, 106475 -0.4788
U, |04737 -0.3476 0.1312
Uy 03466 -0.2542 0.0934  |-0.0252
Uy |02536 -0.1860 0.0682 |-0.0168 0.0042
us |0185% -0.1360 0.0500 |-0.0121 0.0023 -0.0007
Uy |01358 -0.0996 0.0364- | 0.0091 0.0015 -0.0003 0.0001
Por lo tanto: Esto permite aproximar la probabilidad de

P,(1)=0.0001u" ~0.0018u° +0.011u* ~0.0483° +0.1877u ~0.5618u +0.8869 (8)

Debido a que este polinomio interpola la
probabilidad de ruina en los nodos #, =0,
u, =0.5u, =1,u; =1.5u, =2 us =25yu,=3
el intervalo [0,3] para un intensidad de
llegada A =35, dicho polinomio permite
aproximar ¢(u) para cualquier ¥ en [0.3]

ruina de manera explicita bajo las condi-
ciones dadas. En la figura 4.4 se ilustra el
polinomio de aproximacion de la ecuacion
(8) v los puntos de interpolacién.

A continuacién se implementa nueva-
mente los polinomios interpoladores
de Newton para interpolar la Tabla 4.4,
para hallar un expresion polinomial para
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Py (u)
1
(0,0.8560)
(0.5.0.6475)
0,5 (1,0.4737)
(1.5,0.3166)
; (2,0.2536)
(2.5.0.1856)
(3,0.1358)
H u
: >
0 0.5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4,5
-0,5

Figura 4.4: Grafica del polinomio de aproximacién y puntos de interpolacion.

aproximar (p(u) en [0=5]. La correspondiente tabla de diferencias divididas para determinar
los coeficientes 4,4, .., 4y es:

Tabla 4.7: Diferencias divididas de @.

u X Diferencias divididas

u, |01500

U, |01126 |-0.0748

U, |0.0958 |-0.0336 | 0.0412

u3 0.0812 | -0.0292 | 0.0044 | -0.0245

U, 00682 [-0.0260 | 0.0032 |-0.0008 |0.0119

Us 0.0569 | -0.0226 | 0.0034 | 0.0001 |0.0005 |-0.0046

u 6 0.0472|-0.0194 | 0.0032 |-0.0001 |-0.0001 |-0.0002 |0.0014

u, 0.0390 | -0.0164 | 0.0030 |-0.0001 |0.0000 |0.0001 |0.0001 |-0.0004

Ug 0.0321 | -0.0138 | 0.0026 |-0.0003 | -0.0001 | -0.0000 |-0.0000 |-0.0000 |0.0001

Ugy 0.0264 | -0.0114 | 0.0024 |-0.0001 | 0.0001 |0.0001 |0.0000 |0.0000 |0.0000 |-0.0000

ulO 0.0216 | -0.0096 | 0.0018 | -0.0004 | -0.0001 | -0.0001 |-0.0000 |-0.0000 |-0.0000 |-0.0000 |0.0000

Por lo tanto:
P, (u) =0.00000234%" —0.00006920u° +0.00089354u® — 0.00662126u" +0.031091074°

-0.09632305 u° +0.19849360 u* —0.26708051 u’ +0.22621943 1> —0.14080595 u+0.15

142



ROJAS-SEVILLA SANDRA, SALCEDO-GARCIA LEIDER, ZULUAGA-DIAZ FRANCISCO
Interpolacién de la probabilidad de ruina con reclamaciones tipo fase, usando polinomios de Newton

Debido a que este polinomio interpola la
probabilidad de ruina en los nodos ¥ para
k=0,,...,10 en el intervalo [0.5] para una
intensidad de llegada 4 =;, dicho poli-
nomio permite aproximar (p(u) para cual-
quier U en [0,5] Esto permite aproximar la

h
Py (u)

(0,0.1500)

(1,0.0058)
(2,0.0682)

(0.5,0.11286)

(1.5,0.0812) :
(2.5,0.0560)

(3.0,0472)

probabilidad de ruina de manera explicita
bajo las condiciones dadas. En la figura 4.5
se ilustra la grafica de dicho polinomio de
aproximacion y los puntos de interpola-
cion:

(40.0321) (4 5 1 p264) (5,0.0216)
(3.5,0.0390) '

o o,s 71,5 2 z,s

3,5 4 4,5 5 5,5 3

Figura 4.5: Grafica del polinomio de aproximacion y puntos de interpolacion.

5. Conclusiones

En este articulo se presenté una metodo-
logia para calcular de manera exacta la
probabilidad de ruina, suponiendo que las
reclamaciones tienen distribuciones tipo
fase; observandose que, cuando los para-
metros son pequerios (dimensién 2), es po-
sible aunque dispendioso encontrar una
férmula explicita para calcular dicha pro-
babilidad, dado que, demanda laboriosos y
extensos procedimientos matriciales. Para
el caso en que los pardmetros son dimen-
sién mayor que 2, se obtiene una férmula
explicita via interpolacién con el polino-
mio de Newton.

Es bien conocida la inestabilidad del po-
linomio de Newton como aproximante,
pero la interpolacién se le hace a tablas de
valores de la probabilidad de ruina, para
un capital inicial %, en un intervalo positi-
vo, por lo que resulta ser necesariamente
positivo y decreciente. Esta implementa-
cién proporciona una expresién explicita
de naturaleza polinomial que sirve para
aproximar la probabilidad de ruina.

Para simplificar los calculos es necesario
implementar algoritmos para programar

los célculos matriciales necesarios para
determinar las probabilidades de ruina
y luego implementar alguna técnica que
permita aproximarla de manera uniforme
y continda por medio de alguna férmu-
la de naturaleza polinomial, por tanto, es
necesario, seguir trabajando para explorar
otros tipos de aproximaciones para esta-
blecer comparativos y estudiar los errores
de aproximacioén.
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